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シーケントを用いた証明計画法
Planning of Proof by means of Sequents
中西泰雄
Yasuo Nakanishi
Abstract: In a heuristic process of proof in mathematics, we try not only forward derivations from the assumptions
such as ‘from A, we get B’ but also backward derivations from the conclusion such as ‘in order to get A, we need
B’. As the result, the order of the propositions in accomplished proof is diﬀerent from the order in which we get
those propositions in the heuristic process. For planning of proof, it is important to express what we want to prove
now and what we have got so far at each step in the heuristic process. However, this expression is diﬀerent from
the proof itself by the above reason. In this paper, we suggest a method of planning proof by using ‘sequents’ for
the expression of assumptions and conclusions. For a concrete study, we use the ﬁrst order NK system of Gentzen
to explain our method. Our method gives an algorithm to prove arbitrary tautologies of the ﬁrst order NK system,
and is also valid for practical mathematics which is not necessarily formalized in symbolic logic.
Keywords: Proof, Sequent, NK
1. はじめに
数学の証明を発見するためには，目的とする定理の仮定と結論をつなぐ命題の系列を発見しなければならな
い．そのために我々は，仮定からの前進的推論のみならず結論からの後退的推論を試みる．すなわち，証明に
おいては「Aから Bが導かれる」，「Aと Bから Cが導かれる」といった前進的推論のみが用いられるのに対
し，証明発見過程においては「Aを導くためには Bを導けばよい」といった後退的推論が併用される．その結
果，完成された証明における命題の導出順序は，それらが発見される順序とは通常大きく異なる．証明発見ま
での中途段階で大切なことは，その時点における目標（何を示したいか）と前提（何が得られているか）をはっ
きりさせることであるが，上の理由により，その表現は証明自体とは異なったものとなる．
この論文では，仮定と結論を「シーケント」によって表現することによる証明計画法を提案する．説明に当
たっては，議論を具体化するため Gentzenによる１階述語論理の自然演繹体系 NKを用いる．本方法は，NK
に対しては任意のトートロジーを証明するアルゴリズムを与えるが，必ずしも記号論理で定式化されていない
実際の数学に対しても，証明計画を支援する手法として用いることができる．
筆者は [5]において，Gentzenのシーケント体系 LKの証明図を NKの証明図に書き換えるひとつの手法を
示した．ところが，LK体系の証明図は下から上に向かって描くことにより機械的に作成することが可能であ
る．そこで，本論文では LKの証明図の上下を逆にしたものを考え，これを証明計画図の基本形とした．さら
に，シーケントにおいても矛盾記号 ⊥を用いることによって，証明計画をより詳しく表現できるようにすると
ともに，証明計画図から NKの証明図を作成する手続きの効率化を図った．
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(1) : →,∧,∨,¬, ∀, ∃
,
(2) a, b, c, , x, y, z,
(3) f, g, h,
n n
(4) P,Q,R,
n n 0
(1)
(2) n f n t1, t2, tn
f(t1, t2, tn)
(3)
(1) n P n t1, t2, tn
P (t1, t2, tn)
(2) A,B ¬(A) (A) ∨ (B) (A) ∧ (B) (A)→ (B)
(3) x A ∀x[A] ∃x[A]
(4)
a x, y 1 f 2 g 1 P 2 Q
∀x[(P (f(a))) ∧ (¬(Q(a, f(x))))]→ (∃y[(∀x(P (x)) ∨ (Q(f(a), g(y, f(y))))])
(1) P (t1, t2, tn)
(2) ¬(A)
(3) ∀x[A] ∃x[A]
∀x[P (f(a)) ∧ ¬Q(a, f(x))]→ ∃y[∀xP (x) ∨Q(f(a), g(y, f(y))]
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t
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¬ Γ,¬D,Π⇒ ∆,⊥ Γ,Π⇒ ∆, D
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Γ⇒ ∆,∃xP (x)
Γ⇒ ∆, ∃xP (x), P (t)
∃xP (x) ∀ Γ ⇒
∆, ∃xP (x), P (t) Γ⇒ ∆,∃xP (x)
(1)
Γ ¬∆ ¬∃xP (x)
P (t) (1)
∃xP (x) ¬∃xP (x)
⊥ (1)
¬¬∃xP (x)
∃xP (x)
∃ Γ, ∃xP (x),Π ⇒ ∆, C Γ, P (a),Π ⇒ ∆, C
a Γ, P (x),Π,∆, C P (a) P (x) x a
Γ, ∃xP (x),Π⇒ ∆, C
Γ, P (a),Π⇒ ∆, C
Γ, P (a),Π⇒ ∆, C Γ,∃xP (x),Π⇒ ∆, C
(1)
Γ P (a) Π ¬∆
∃xP (x) C (1)
C
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A ∨ ¬(B ∧ C) ⇒ C → (B → A)
A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ C → (B → A) → C,A ∧ ¬(B ∨ C)⇒ B → A
A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ C → (B → A)
C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ B → A
C,A ∨ ¬(B ∧C)⇒ B → A → B,C,A ∨ ¬(B ∧C)⇒ A
A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ C → (B → A)
C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ B → A
B,C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ A
B,C,A ∨ ¬(B ∧ C) ⇒ A ∨ B,C,A ⇒ A
B,C,¬(B ∧ C)⇒ A
A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ C → (B → A)
C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ B → A
B,C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ A
B,C,A⇒ A B,C,¬(B ∧ C)⇒ A
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⊥ B,C,¬(B ∧ C) ⇒ A,⊥ ¬
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A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ C → (B → A)
C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ B → A
B,C,A ∨ ¬(B ∧ C)⇒ A
B,C,A⇒ A B,C,¬(B ∧ C)⇒ A
B,C,¬(B ∧ C)⇒ A,⊥
B,C ⇒ A,B ∧ C
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∀xP (x) (1)
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